




あらまし 本稿は，p(z) = 46656z4 + 69984z3 + 39744z2 + 10116z + 973(zは整数)で与えられる素数に対
して，素体 Fp(z)上の y2 = x3 + 432が埋込み次数 12を持つ pairing-friendly楕円曲線であることを示す．
本稿の結果より，CM法を必要とせず p(z)が素数となる zの探索のみで pairing-friendly楕円曲線を得るこ
とができる．
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Abstract This paper shows that an elliptic curve y2 = x3 + 432 over Fp(z) having the embedding degree
12 is a pairing-friendly elliptic curve, where p(z) = 46656z4 + 69984z3 + 39744z2 + 10116z + 973 for any
integer z such that p(z) is a prime number. Due to this paper, we can have a pairing-friendly elliptic












因数とすると，E が pairing friendlyであるための
条件は，1) rが大きな素数，2) r|(qk − 1)を満たす
最小の k が適切な値，3) ρ = log q/ log r が 1に近
い，を満たすことである．
超特異楕円曲線に対しては，自動的に埋込み次数
kが定まり，定義体の標数が 2, 3, p ≥ 5のとき，そ
れぞれ k = 4, 6, 2となる [18]．特に定義体の標数が
2,3の時，kはペアリングに適切な値である．
素体上の通常楕円曲線によるpairing-friendly楕円
曲線の構成法は，Miyaji, Nakabayashi, and Tanaka
によって最初に研究され，k = 3, 4, 6の場合を扱った
[19]．その後，pairing-friendlyの通常曲線の構成法
として，Cocks-Pinch法 [9]，Barreto等の方法 [2]，
Brezing-Weng 法 [8]，Dupont 等の方法 [10]，Gal-
braith等の方法 [13]，Barreto-Naehrig法 [3]，Free-
man法 [11]，Tanaka-Nakamula法 [24, 25]等が知ら
れている．
これらの手法は，素体 Fp上の楕円曲線が pairing-
friendly の条件を満たすような素数 p，位数 n =





本稿では，p(z) = 46656z4 +69984z3 +39744z2 +
10116z+973とn(z) = 46656z4+69984z3+39528z2+













p ≥ 5を素数，q を素数 pのべきとする．有限体
Fq 上の楕円曲線
E : y2 = x3 + ax+ b (1)
に対して，E の Fq 上有理点の集合 E(Fq)を
E(Fq)={(x, y)∈Fq × Fq : y2 =x3+ax+b} ∪ {O}
と定義する．ここでOは無限遠点である．変換 x =
X/Z, y = Y/Zによって得られる射影座標系では，E
の式 (1)は Y 2Z = X3 + aXZ2 + bZ3 で与えられ，
射影点 [X,Y, Z] = [0, 1, 0]が Oに対応する1 ．
t = q + 1−#E(Fq)
を E(Fq)のトレースという．
E の係数 a, b に対して，E の判別式は ∆(E) =
−16(a3 + 27b2)で定義され，E の j 不変数 j(E)は
j(E) = −123a3/∆(E) で定義される．また j0 ∈ Fq
が与えられると，j0を j不変数とする楕円曲線を構
成できる [22, III.1.4]．特に標数 5以上では
j(E) = 0⇔ E : y2 = x3 + b, b ∈ F ∗q (2)
が成り立つ．
2.2 ツイスト
Fq 上定義されているの楕円曲線 E,E′ に対して，
Fqd 上同型写像 ψd : E′ → E があり dが最小の時，
E′ は E の d次のツイストであると言う2 ．このよ
うな同型写像があるならば，dの値は 1, 2, 3, 4, 6の
どれかになることが知られている [22, Proposition
X.5.4]．E′ が E の (次数に関係なく)ツイストであ
ることと j(E′) = j(E) が成り立つことは同値であ
る．E′ が E の 1 次のツイストならば #E(Fq) =
#E′(Fq)となるが，E′ が E の d次 (d > 1)のツイ




d = 2 q + 1 + t
d = 3 q + 1− (3f − t)/2 (t2 − 4q = −3f2)
q + 1− (−3f − t)/2 (t2 − 4q = −3f2)
d = 4 q + 1 + f (t2 − 4q = −f2)
q + 1− f (t2 − 4q = −f2)
d = 6 q + 1− (−3f + t)/2 (t2 − 4q = −3f2)
q + 1− (3f + t)/2 (t2 − 4q = −3f2)
2.3 ペアリング
rを素数とすると，写像 e : G1 × G2 → G3 (G1,
G2 は位数 rの加群，G3 は位数 rの乗法群)が，双
線形性 (整数 a, bに対して e(aP, bQ) = e(P,Q)abが





標系が必要となる．射影座標系の点 [X0, Y0, Z0]と [X1, Y1, Z1]
に対して，X1 = rX0, Y1 = rY0, Z1 = rZ0 (r 6= 0) となるな
らば，[X0, Y0, Z0] = [X1, Y1, Z1] となる．
2d=1の時はツイストと呼ばない場合があるが，本稿では d = 1
の場合もツイストであるとする．
アリング e(P,Q)は，P ∈ G1 = E(Fp)，Q ∈ G2 =
Ker([p] − φ) (φは p乗 Frobenius写像)に対して，
因子が (ft,Q) = t(Q)− (tQ)− (t− 1)Oとなる関数
ft,Q を使って，e(P,Q) = ft,Q(P )(q










楕円曲線と言う．E を有限体 Fq 上定義された楕円
曲線とし，rを#E(Fq)の最大素因数とすると，Fq
上の E が pairing-friendlyであるための条件は
条件 1 (Pairing-friendlyの条件 )
(c1) rが大きな素数．(#E(Fq) = rが最良 )
(c2) 埋込み次数 kが適切な値．(4 ≤ k ≤ 30)









DV 2 = p2 − 4t (3)
を満たす平方因数を持たない整数 D から，位数が
n = p + 1 − tとなる楕円曲線を構成するアルゴリ
ズムである．CM法は，初めに #E0(Fp) = nとな
る楕円曲線 E0の j不変数 j0を与え，次に j不変数
が j0 となる楕円曲線 E を構成する．2.2節で説明
したようにEはE0のツイストであるが，Eの位数
#E(Fp)が nになるとは限らない．位数チェックの




(a) j 不変数 j0 の決定
(b) j 不変数 j0 を持つ楕円曲線 E を構成し O
でない 1点 G ∈ E(Fp)を見つける




D = 3のとき，CM法は j不変数 0を返すことが
知られている．従って Barreto-Naehrig法 [3]のよ




については，Miyaji, Nakabayashi and Tanakaが最
初に研究し，k = 3, 4, 6の場合を扱った [19]．その後，
pairing-friendlyの通常曲線の構成法として，Cocks
と Pinchの方法 (任意の kに対して ρ ≈ 2となるよ
う構成法)[9]，Barreto等の方法 [2](ρ ≈ 2となるよ
う構成法)，BrezingとWengの方法 (任意の kに対
する構成法)[8]，Dupont等の方法 (ρ ≈ 2となる構成
法)[10]，Galbraith等の方法 (k = 5, 10, 12に対する
構成法)[13]，Barretoと Naehrigの方法 (k = 12に
対する構成法)[3]，Freemanの方法 (k = 10に対す
る構成法)[11]，Tanakaと Nakamulaの方法 (k = 8
に対する構成法)[24, 25]等が提案された．
これらの通常曲線の構成方法は，2.4節の pairing-














P を P ≡ 1 (mod 3)を満たす素数とし，MP を有限
体 FP での
C : u3 + v3 + 1 = 0
の射影点の個数を表すとする．すると，
4P = A2 + 27B2 (4)
を満たす整数 Aと B が正負の符号を無視すると一
意に定まり，A ≡ 1 (mod 3)となるように Aを選
ぶと，




Barretoと Naehrigは埋込み次数 12で ρ ≈ 1と
なる pairing-friendly楕円曲線の構成法を与えてい
る [3]．
zを変数とする多項式 t′(z), n′(z), p′(z)を
t′(z) = 6z2 + 1
n′(z) = 36z4 + 36z3 + 18z2 + 6z + 1
p′(z) = n′(z) + t′(z)− 1











となる整数 zを選ぶと，素数 p′(z)，トレース t′(z)，
D = 3が得られる．これら p′(z), t′(z), D = 3をCM
法の入力とすると，3.1節で説明したように CM法




の Algorithm 1)は平均 12回の Fp の元の平方剰余
であるかどうかのチェックと平均 6回の nGの計算
で，埋込み次数 k = 12の pairing-friendly楕円曲線
を構成できる．
5 提案手法







め CM法が不要な埋込み次数 12を持ち ρ ≈ 1とな
る楕円曲線を構成する方法 (定理 2)を提案する．な
お，2つの楕円曲線 E+ と E− を
E+ : y2 = x3 + 432,
E− : y2 = x3 − 432,
と定義する．
定理 2 (提案定理 )
t(z) = 216z2 + 144z + 25
p(z) = 46656z4+69984z3+39744z2+10116z+973
n(z) = 46656z4+69984z3+39528z2+9972z+949
とする．p = p(z)が素数となる自然数 zに対して，
E+(Fp) = n(z)が成り立ち，E+(Fp)は埋込み次数
12を持ち ρ ≈ 1となる．
定理 2の証明の概略は以下のようになる．初めに
Gaussの定理の条件 (4)を満たしかつ埋込み次数が
k = 12となる A,B, pを与える多項式を，BN法を
用いて構成する．すると，Gaussの定理より 3次曲










2 + 72z + 25
p0(z) = 2916z
4 + 8748z3 + 9936z2 + 5058z + 973
n0(z) = 2916z
4 + 8748z3 + 9990z2 + 5130z + 999
とする．曲線CをGaussの定理 (定理 1)で定義し
たように C : u3 + v3 + 1 = 0 とする．すると，次
が成り立つ．
(1) A(z), B(z)を
A(z) = 54z2 + 72z + 25
B(z) = 45z2 + 72z + 29
と定義すると，p0(z)が素数となる整数 zに対して，
A(z), B(z),P = p0(z)はGaussの定理の条件 (4)を
満たす．従って，Gaussの定理より#C(Fp0) = n0(z)
となる．
(2) p0 = p0(z)が素数となる整数 zを選ぶと次が成
り立つ．
(2-i) C(Fp0)は 3個の無限遠点をもつ．
(2-ii) #C(Fp0) = #E−(Fp0)．つまり，#E−(Fp0) =
n0(z)，#E−(Fp0)のトレース = −t0(z)．
(2-iii) E−(とC)は埋込み次数12を持ち，#E−(Fp0)
(= #C(Fp0))は 27で割れる．(つまり #E−(Fp0)
は素数に成り得ない．)
(2-iv) z が奇数ならば，#E+(Fp0) = p0(z) + 1 −
t0(z)．zが偶数ならば，#E+(Fp0) = #E−(Fp0)．
証明) (1) Barreto-Naehrigの手法の式 (6)において，





て A = t′(z), B = V ′(z)/3とおくことができる．ま
た z ≡ 2 (mod 3)の時 V ′(z)が 3の倍数となること
はすぐに確かめられる．従って，
A(z) = t′(3z + 2) = 54z2 + 72z + 25
B(z) = V ′(3z + 2) = 45z2 + 72z + 29
P(z) = p′(3z + 2)
= 2916z4 + 8748z3 + 9936z2 + 5058z + 973
とすると Gaussの定理の条件 (4)を満たす．ここ
で，p0(z) = P(z)となっている．p0(z)が素数とな
る全ての整数 z に対して，p0(z) ≡ 1 (mod 3)かつ
A(z) ≡ 1 (mod 3) が常に成り立つから，Gaussの
定理より #C(Fp0) = p0(z) + 1 + A(z) = n0(z)と
なる．
(2-i) 曲線 C の式を射影座標系で表現すると，
U3 + V 3 +W 3 = 0
となる．CにはW = 0を満たす射影点が3つ [−1, 1, 0],
[−1, ω, 0], [−1, ω2, 0]あり，これらが C の無限遠点
である．ここで ωは 1の原始 3乗根．これらの 3点
が C(Fp0)に含まれるかどうか調べる必要がある．
明らかに −1, 1, 0 ∈ Fp0 であるから [−1, 1, 0] ∈
C(Fp)である．p0 = p0(z) ≡ 1 (mod 3)を満たすた
め，ω ∈ Fp0 である．よって，[−1, ω, 0] ∈ C(Fp0)で
ある．同様に，[−1, ω2, 0] ∈ C(Fp0)である．従って，
C(Fp0)の無限遠点は [1,−1, 0], [1, ω, 0], [1, ω2, 0]の
3点である．
(2-ii) E− : y2 = x3 − 432と C : u3 + v3 + 1 = 0
に対して写像 ζ : E−(Fp0) → C(Fp0) と写像 ξ :
C(Fp0)→ E−(Fp0) を以下のように定義する．














ここで p0 ≥ 5であるためFp0では 6での除算が可能
であることに注意．正確には，ζはE−(Fp0)の無限遠
点とx = 0となる点に対しては定義されないが，その
他の点 (x, y) ∈ E−(Fp0)に対して，ζ(x, y) ∈ C(Fp)
となる．同様に，ξはC(Fp0)の無限遠点と u+v = 0
となる点 (u, v)に対しては定義されないが，その他
の点 (u, v) ∈ C(Fp0)に対して，ξ(x, y) ∈ E−(Fp0)




EO− = {E−(Fp0)の無限遠点の全体 }
Ex=0− = {(x, y) ∈ E−(Fp0) : x = 0}
CO = {C(Fp0)の無限遠点の全体 }
Cu+v=0 = {(u, v) ∈ C(Fp0) : u+ v = 0}
と定義すると，ζ と ξが正確に定義できる．
















すべての (x, y) ∈ E−(Fp0)\(EO− ∪Ex=0− )に対して，
ξ ◦ ζ(x, y) = (x, y)が成り立ち，すべての (u, v) ∈
C(Fp0)\(CO∪Cu+v=0)に対して ζ ◦ξ(u, v) = (u, v)
が成り立つ．つまり，ζ と ξは一対一写像であり
#E−(Fp0)\(EO− ∪ Ex=0− )
= #C(Fp0)\(CO ∪ Cu+v=0)
(7)







次に #Ex=0− を調べる．x = 0 を E− の式 y
2 =
x3− 432に代入すると y = ±√−432 = ±12√−3と


















































となる．つまり，±12√−3 ∈ Fp0 であり，Ex=0− =
{(0, 12√−3), (0,−12√−3)}となる．従って，#Ex=0−
= 2である．
最後に #Cu+v=0 を調べる．v = −u を C の式
u3 + v3 + 1 = 0に代入すると，矛盾した式 1 = 0が
得られる．これは#Cu+v=0 = 0を意味する．
以上から #EO− = 1, #E
x=0
− = 2, #C
O = 3,
#Cu+v=0 = 0であるため，式 (7)より#C(Fp0) =
#E−(Fp0)が得られる．
(2-iii) n0|(p120 − 1), n0 6 | (pi0− 1) (1 ≤ i ≤ 11)より
E−(Fp0)と C(Fp0)は埋込み次数 12を持つ．また，
(1)より#C(Fp0) = #E−(Fp0) = n0 = 27(108z4 +
324z3 + 370z2 + 190z + 37)となるため #E−(Fp0)
は 27で割れる．
(2-iv) E+とE−には以下のような写像が存在する．
ψ : E+ → E−
(x, y) 7→ (−x,√−1)
√−1 6∈ Fp0のとき (つまり zが奇数のとき) ψは Fp20
上同型となり，E+は E−の 2次のツイストとなる．
E− のトレースは −t0(z) であるため，E+(Fp0) =
p0(z) + 1 + (E−のトレース) = p0(z) + 1− t0(z)と
なる．√−1 ∈ Fp0 のとき (つまり z が偶数のとき) ψは
Fp0 上同型となり，E+ は E− の 1次のツイストと
なる．従って E+(Fp0) = E−(Fp0)となる．(ツイス
トの元の個数については 2.2節を参照)．
定理 2の証明:
補題 1の (2-iv)より p0(2z+ 1)が素数となる整数 z
に対して，#E+(Fp0(2z+1)) = p0(2z+1)+1−t0(2z+
1)となる．p(z) = p0(2z + 1), n(z) = p0(2z + 1) +
1 − t0(2z + 1)であるから，p = p(z)が素数となる
整数 zに対して，#E+(Fp) = n(z)となることが示
された．ρ ≈ 1となることと#E+が埋込み次数 12
を持つことは簡単に確かめられる．
定理 2は次のように言い換えることができる．
系 1 Barrto-Naehrig法 (3.2節 )において，z ≡ 5
(mod 6)を満たす整数に対して p′(z)が素数となるな
らば，楕円曲線 E : y2 = x3 + 432 は#E(Fp′(z)) =
n′(z)を満たす．
5.1 例
定理 2において，z = 62909388675を選ぶと p =
p(z)と n = n(z)は共に 160ビットの素数となる．
p=730750905261752415441280784953441175457046356931
n=730750905261752415441279930113745524970523218781





















D 6= 3 D = 3
素数と位数の決定 必要 必要 必要
j 不変数の決定 必要 不要 不要
CM 法 曲線構成 必要 必要 ∗ 不要
位数チェック 必要 必要 不要
∗ 計算コストはほぼ 0
6 まとめ
本稿ではp = p(z) = 46656z4+69984z3+39744z2+
10116z + 973が素数となる整数 zと楕円曲線
E : y2 = x3 + 432
に対して位数#E(Fp)がn(z) = 46656z4+69984z3+
39528z2 + 9972z + 949となり，埋込み次数が 12か
つ ρ ≈ 1となることを示した．従って，CM法を用
いず，p(z)と n(z)が共に素数となる zの探索のみで
pairing-friendly楕円曲線を得ることができる．今後
は p(z)と n(z)が素数となる整数 zを効率的に見つ
けることが課題となる．
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